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Zusammenfassung

Das Manuskript basiert auf drei Vortréigen, die ich im September 2008 in
Oggebbio anlésslich einer Tagung fiir Doktoranden und Postdoktoranden im
Rahmen des SFB/TR 12 gehalten habe. Ziel war es, eine informelle Einfithrung
in die Theorie der Zufallsmatrizen zu geben. Es erschien mir aussichtslos in der
kurzen zur Verfiigung stehenden Zeit alle wichtigen Aspekte dieses sich rasant
entwickelnden Gebiets addquat ansprechen zu wollen. Die Auswahl der The-
men, die ich letztlich getroffen habe, war darauf ausgerichtet, den wissenschaft-
lichen Hintergrund einiger Fragestellungen zu beleuchten, die in den Projekten
C2 und C6 des SFB/TR 12 untersucht werden. Hierbei sollte vor allem auch ein
Einblick in grundlegende Beweismethoden gegeben werden. Meine Wahl fiel auf
die Momentenmethode (zum Beweis des Wignerschen Halbkreisgesetzes, siehe
Abschnitt 2) und auf die Methode der orthogonalen Polynome, mit der invari-
ante Ensembles analysiert werden kénnen (siehe Abschnitt 3). Einleitend wird
erlautert, welche Klassen von zufélligen Matrizen im Allgemeinen betrachtet
werden und welche Fragestellungen warum von Bedeutung sind. Umfassen-
de Informationen zur Zufallsmatrixtheorie finden sich in den Monographien
[8, 3, 1] und in dem Ubersichtsartikel [4].
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1 Einleitung und Uberblick

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Einfiihrung der zwei wohl beriihmtesten Ma-
trix Ensembles. Das sind das GauBsche Orthogonale Ensemble (GOE) und das Gau8-
sche Unitére Ensemble (GUE). In der Theorie zufilliger Matrizen wird meist die Ei-
genwertstatistik fiir grofe Matrixdimensionen untersucht. Wir werden in Abschnitt
1.2 an drei Beispielen deutlich machen, welche konkreten Fragestellungen hierbei von
Interesse sind. Abschnitt 1.3 liefert einen ersten Einblick in zentrale Beweismethoden
der Theorie. Wir beschlieBen die Einleitung mit einem kurzen Uberblick iiber weitere
giangige Matrix Ensembles und mit einem Ausblick, der das derzeit grofle Interesse
an Zufallsmatrizen beleuchtet.



1.1 Zwei wichtige Beispiele: GOE und GUE
GOE = Gauflsches Orthogonales Ensemble
Py: W-Maf auf reellen, symmetrischen N x N Matrizen
AN
mj; ~ N (0, ﬁ)
GUE = Gauflsches Unitédres Ensemble

unabhingige Eintrdge: m;, ~ N (O, %) fir j <k

Py: W-Maf auf komplexen, hermiteschen N x N Matrizen
unabhingige Zufallsvariablen: Im(myy), Re(mjx) ~ N (O, ﬁ), j<k

mjj ~ N <0, \/%—N)
Bemerkungen:

a) Die N='/2 Skalierung der Matrixeintriige (sichtbar in den gewihlten Standard-
abweichungen der Normalverteilung N') bewirkt, dass sich die Eigenwerte un-
abhéngig von N auf dem Intervall [—1, 1] konzentrieren. Die Skalierung ist we-
sentlich fiir die Existenz einer Eigenwertdichte (siehe Abschnitt 2 und §1.2.1)

b) Fir GOE/GUE gilt: Py(U*AU) = Py(A) fiir alle orthogonalen /unitéren Ma-
trizen U und alle messbaren Mengen A. Diese Invarianzeigenschaft des W-
MaBes unter orthogonalen/unitéren Konjugationen ist auch fiir die Namenge-
bung der Ensembles verantwortlich, wobei Gauf jeweils fiir die Verwendung der
Normalverteilung steht.

1.2 Fragestellungen

Eine zentrale Aufgabe in der Theorie zufilliger Matrizen ist die Beschreibung der
Eigenwertstatistik fiir N — oo. Hierfiir ist in einem ersten Schritt die Eigenwert-
dichte (§1.2.1) von fundamentaler Bedeutung. Diese beschreibt die Verteilung der
Eigenwerte auf einer globalen Skala, in der die Abstéinde benachbarter Eigenwerte
typischerweise von der Groflenordnung 1/N sind. Kennt man die Eigenwertdichte, so
kann man die Eigenwertstatistik auf lokalen Skalen untersuchen. Hierbei betrachtet
man einen kleinen Abschnitt des Spektrums sozusagen unter dem Mikroskop, das so
eingestellt ist, dass die Abstinde benachbarter Eigenwerte von der Gréflenordnung
Eins sind. Wir werden zwei Beispiele lokaler Statistiken in §1.2.2 kennen lernen. Fiir
Anwendungen sind meist die lokalen Statistiken von Bedeutung. Wir gehen darauf
kurz in §1.5 ein.

Im Folgenden werden die Eigenwerte angeordnet und mit /\gN) <...< )\5\],\[) bezeich-
net. Man beachte, dass die Eigenwerte von der aus dem Ensemble gewéhlten Matrix
und damit vom Zufall abhéngen.



1.2.1 Eigenwertdichte

Sei s eine reelle Zahl. Wir betrachten den Erwartungswert fiir den Anteil der Ei-
genwerte, die kleiner oder gleich s sind. Dies ergibt eine monotone Funktion in s,
die nur Werte in [0, 1] annimmt. Existiert die Ableitung dieser Funktion, so wird sie
(mittlere) Eigenwertdichte des Ensembles genannt. Wir sind allerdings nicht an der
Eigenwertdichte fiir festes N interessiert, sondern an deren Limes N — oo und wir
wollen nur diesen Grenzwert als Eigenwertdichte o bezeichnen. In Formeln:

FEGHG AN <) 25 [ agar (1

—0o0
Bemerkungen:

a) Fiir GOE, GUE kann man zeigen, dass die Eigenwertdichte existiert mit o(t) =
ow (t) := 21 — £2x[_1,1(t). Man sagt: Fiir GOE und GUE gilt das Wignersche
Halbkreisgesetz.

b) Die fundamentale (mawertige) Zufallsvariable ist das empirische Mafl der Ei-
genwerte Ay = + Zjvzl NER

Aussage (1) bedeutet, dass das gemittelte empirische Ma Ay := Ex(Ay) in
Verteilung konvergiert. Wir werden diese Aussage fiir eine relativ allgemeine
Klasse von Matrix Ensembles (mit unabhéngigen Eintrédgen) in Abschnitt 2
zeigen. Dort werden wir in §2.1 einen Satz formulieren, aus dem sich zudem die
Verteilungskonvergenz der Ay gegen oy (t) dt mit Wahrscheinlichkeit 1 ergibt.
Man kann diese beiden Aussagen als ein Analogon zum schwachen bzw. starken
Gesetz der groffen Zahlen im Kontext von Wahrscheinlichkeitsmaflen auffassen.
Ist ein solches Gesetz etabliert, so stellen sich in natiirlicher Weise detaillier-
tere Fragen, z.B. nach Konvergenzraten, nach einem Analogon zum zentralen
Grenzwertsatz oder nach der Giiltigkeit eines Prinzips groffer Abweichungen.
Wir werden auf diese Fragen im Weiteren nicht eingehen.

¢) Aus der Definition der Eigenwertdichte durch (1) kann man heuristisch eine
Gleichung ableiten, welche einen Anhaltspunkt dafiir liefert, an welcher Stelle
man den j-ten Eigenwert erwartet:

™)
)\j

/ g(t)dt:j_NO'5

—0o0

Diese Heuristik fiihrt auf weitere Aussagen, welche als Motivation fiir die in
§1.2.2 betrachteten Groflen niitzlich sind.

— Fiir Eigenwerte )\§-N) nahe a € R ist der Abstand benachbarter Eigenwerte

von der GroBenordnung )\gﬂ - A§N) ~ Ngl(a), falls o(a) > 0.




— Verschwindet die Eigenwertdichte in der Néhe des Supremums ihres
Tréigers wie eine Quadratwurzel — was héufig der Fall ist — d.h. o(t) ~
ar/c —t fiir t nahe ¢ := max(supp 0), so erwartet man von dem grofiten
Eigenwert A" ~ ¢ — BN~2/3,

1.2.2 Lokale Statistiken

Wir geben in diesem Abschnitt zwei Beispiele fiir lokale Eigenwertstatistiken an.
Die Frage nach der Bedeutung dieser Gréfen werden wir kurz in §1.5 diskutieren.
Generell ist eine lokale Eigenwertstatistik von der Art, dass nur ein kleiner Ausschnitt
des Spektrums betrachtet wird und dass eine Skala ausgewéhlt wird, auf der die
Fluktuationen der betrachteten Gréfien von der Ordnung Eins sind.

a) Abstinde benachbarter Eigenwerte

Sei a € R mit p(a) > 0. Wir lokalisieren, indem wir nur die Eigenwerte betrachten,
die in dem Intervall Iy = |a — \/LN’ a+ \/LN liegen. Die Wahl der Intervallinge ist

etwas willkiirlich und es kommt nur darauf an, dass fiir N — oo die Lénge gegen
0 konvergiert, allerdings so langsam, dass gleichzeitig die Anzahl der Eigenwerte in
Iy gegen oo geht. Weiter bezeichne Jy = {j: AgN) € Iy} die Menge der Indizes
der Eigenwerte, die in [y liegen. Fiir j € Jy reskalieren wir die Eigenwerte S\j =

N g(a)/\g-N) so, dass die Abstdnde benachbarter Werte von der GroBenordnung Eins
sind (vgl. Bemerkung c¢) in §1.2.1).
Wir definieren nun die mittlere Verteilungsfunktion fiir die Absténde benachbarter

(und reskalierter) Eigenwerte in Iy durch

1
SN(S) = —EN(#JN)

Man kann im Falle von GOE/GUE zeigen, dass Dichten ogor/ocur (siehe auch
Abbildung 1; rechts) existieren mit

En(#{j € Jn: Ajs1 — Aj < s})

lim SN(S) Z/ UGOE/GUE(t) dt.
0

N—o0

Man beachte, dass die Dichten ogop, ogue nicht von der Wahl von a und Iy
abhéngen, falls o(a) > 0, |Iy] — 0, #Jy — oo fiir N — oo. Dies ist ein ers-
ter Hinweis auf die Universalitéit lokaler Eigenwertstatistiken, die wir in §1.5 weiter
diskutieren werden.

b) Grofiter Eigenwert

Wir betrachten nun die Statistik des gréfiten Eigenwerts )\E\Z,V). Aus den Bemerkungen
a) und ¢) in §1.2.1 ergibt sich A\ = 1+O(N~-2/3). Es ist daher natiirlich, die folgende
reskalierte Grole zu betrachten

Ay = 2N — 1),
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wobei der Faktor 2 historisch bedingt ist und diesem keine besondere Bedeutung zu-
kommt. Man kann im Falle von GOE/GUE wieder zeigen, dass Dichten pgor/pcue
existieren, welche im Limes N — oo die Verteilung des groiten (reskalierten) Eigen-
werts beschreiben.

lim IP)N(/N\N S S) = / MG’OE/GUE(t) dt.
N—oo oo

Die Verteilungen pgor/cur werden nach C. Tracy und H. Widom benannt.

7
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Abbildung 1: Dichten der Verteilungen des grofiten Eigenwerts (Tracy-Widom Ver-
teilungen; links) und der Abstédnde benachbarter Eigenwerte (rechts).

1.3 Ein erster Blick auf die Beweismethoden

GOE/GUE zeichnen sich dadurch aus, dass sie zwei wesentliche Eigenschaften besit-
zen, die fiir die asymptotische Analyse der Eigenwertstatistik genutzt werden kénnen.
Einerseits sind die Eintrage unabhéngig, wodurch die Bestimmung der Erwartungs-
werte der Spuren von Matrixpotenzen ermoglicht wird (Momentenmethode). Ande-
rerseits kann wegen der in §1.1 Bemerkung b) beschriebenen Invarianz des Wahr-
scheinlichkeitsmafles die gemeinsame Verteilung der Eigenwerte explizit angegeben
werden. Wir skizzieren nun kurz die sich hieraus ergebenden Beweismethoden. Ge-
naueres findet sich dann in den Abschnitten 2 und 3 fiir allgemeinere Klassen von
Zufallsmatrizen.

1.3.1 Unabhingigkeit der Eintrige — Momentenmethode

Der Zusammenhang zwischen Spuren von Matrixpotenzen und Eigenwerten ergibt
sich durch

N
1 1
—tr(M*) = N Z)\f = /tk dAn(t) (vgl. Bemerkung b) in §1.2.1)
j=1



Somit ist plausibel, dass aus Ay — o(t) dt folgt ~tr(M*) — [tFo(t) dt fir N — oco.
Dies bedeutet, dass sich alle Momente des Grenzmafles o(t) dt aus dem Verhalten
der Spuren der Matrixpotenzen bestimmen lassen. Ist das Grenzmafl nun durch seine
Momente eindeutig bestimmt, so kann man hoffen, auf diesem Wege das Grenzmafl
selbst zu bestimmen. In der Tat werden wir in Abschnitt 2 die Aussage (1) aus §1.2.1
beweisen, indem wir fiir alle & € N nachweisen, dass:

%EN(tr(Mk))Niio/thW(t) dt .

Wegen
N

Ey(tr(M*) = Y En(mjg, My - M)

wird durch die Unabhéngigkeit der Eintriige die Berechnung von Ey (tr(M*)) auf ein
kombinatorisches Problem zuriickgefiihrt (siehe §2.4).

Soshnikov hat gezeigt, dass die Momentenmethode benutzt werden kann, um die
Verteilung des grofiten Eigenwerts zu untersuchen. Dies ist allerdings technisch sehr
aufwendig. Weitere Anwendungen der Momentenmethode auf lokale Statistiken sind
derzeit nicht bekannt.

1.3.2 Invarianz — gemeinsame Verteilung der Eigenwerte

Durch Variablentransformation
M <— (Eigenwerte/Eigenvektoren)

kann man zeigen, dass das von Py auf den Eigenwerten induzierte Mafl gegeben ist
durch

N
1
APy (A1, ..., Ay) = m\VD(A)W (H aNA?) d\i...d\y, wobei

j=1

VD(A) :=T[;.p(Ax — ;) (Vandermonde Determinante) (2)
B=1(GOE) , B=2(GUE)

Zn = Normierende Konstante

Eigenwertdichte: Wir schreiben dPy = e N Mg\ mit

ZN,B
[()\) — L _EZI )\—)\ N)\z
= 2 5 n |\ k‘—i_z J
i#k J
_ _g / / In |z — y|dAx(2) dAn(y) + / w? dAy(z) .

TFY



Diese Darstellung zeigt, dass solche Eigenwertverteilungen von Relevanz sind, fiir die
I()\) moglichst klein wird. Ubersetzt man dies fiir die zu A = (A, ..., Ay) gehorenden
empirischen Male Ay, so befinden sich diese in der Nihe der (eindeutigen bestimm-
ten) Minimalstelle des auf WahrscheinlichkeitsmaBen operierenden Funktionals / mit

I(p) = —g//lnlx—yldu(fﬂ) du(y)+/l’2du(l‘)

R

Man kann in der Tat zeigen, dass das Wignersche Halbkreisgesetz oy (¢) dt das Funk-
tional / minimiert.

Lokale Eigenwertstatistiken: Durch eine Reihe cleverer Umformungen (siche Ab-
schnitt 3) kann man aus der gemeinsamen Eigenwertverteilung explizite Darstellun-
gen fiir gewisse Wahrscheinlichkeiten erhalten, die fiir die Untersuchung lokaler Fi-
genwertstatistiken hilfreich sind. Diese Darstellungen enthalten Hermite-Polynome
(= orthogonale Polynome bzgl. e~ dx), woraus sich die Benennung als Methode der
orthogonalen Polynome erkliart. Der Grenziibergang N — oo erfordert hierbei, dass
das Verhalten der orthogonalen Polynome bestimmt werden muss, wobei der Grad
der Polynome gegen unendlich geht.

1.4 Matrix Ensembles

Wie bereits erwdhnt, besitzen Gaufische Ensembles zwei wichtige Eigenschaften,
namlich die Unabhéngigkeit der Eintrédge und die Invarianz des W-Mafles unter Wech-
sel der Orthonormalbasis. Man kann sogar zeigen, dass die Gaufschen Ensembles die
einzigen sind, die beide Eigenschaften auf sich vereinen. Besteht man jedoch auf nur
einer der beiden Figenschaften, so erhélt man eine Vielzahl von Ensembles. Bewahrt
man die Unabhéngigkeit der Eintrége (bis auf Symmetrie), so spricht man von Wigner
Ensembles, im anderen Fall von invarianten Ensembles. Wir beschreiben zunéchst,
welche Wahlmoglichkeiten fiir diese beiden Typen von Ensembles bestehen und gehen
dann auf Variationen ein.

a) Standardbaukasten fiir Ensembles: Wihle

e Symmetrieklasse (10 Klassen)

reell symmetrisch, komplex hermitesch, quaternionisch selbstdual, und

0 X) mit X € Rmx(N-m)

7 weitere Klassen mit Blockstruktur, z.B. ( XT ¢

e Typ (2 Moglichkeiten)

Wigner Ensemble: unabhéngige Eintrige soweit Symmetrie erlaubt.



Invariantes Ensemble: Die in der Literatur betrachteten Ensembles besitzen
stets eine gemeinsame Verteilung der Eigenwerte von der Form

N
1
dPn(N) = m|VD(>\)|B. <HwN()\j)> d\ auf RY oder RY,
3 ]:1
p € {1,2,4} (abhingig von Symmetrieklasse)

VD bezeichnet Vandermonde Determinante, siehe (2).

e Wahl des W-Mafles
Fiir Wigner Ensembles: Verteilung der Eintréage.

Fir invariante Ensembles: Wahl von wy.
b) Variationen

e “Circular ensembles” von orthogonalen oder unitdren Matrizen, d.h. Spektrum
liegt in {z € C: |z| = 1} (diese gehoren zu der Klasse der invarianten Ensem-
bles).

e Bandmatrizen (unabhéingige Eintrige)

Hier wird fiir die Matrix My mit Eintragen mj;, 1 < j,k < N, zusétzlich die
Bedingung gestellt, dass mj;, = 0 fiir |j — k| > by /2. Eine solche Matrix hat of-
fensichtlich eine Bandstruktur mit Bandweite by . Zur Klasse der Bandmatrizen
werden oft auch solche Matrizen gezihlt, die einer abgeschwichten Bedingung
der Form mj, — 0 fir |j — k| — oo geniigen. Ein wichtiger Aspekt zufélliger
Bandmatrizen ist, dass sie einen kontinuierlichen Ubergang zwischen der Welt
der zufalligen Matrizen und der Welt der zufélligen Schrodinger Operatoren
erlauben, der bislang wenig erforscht ist.

e [3-Ensembles: Sei 5 > 0 und seien a; und b; unabhéngige reelle Zufallsvariablen,
die den Verteilungsgesetzen

L sy : :
b7 ~ F(j_ﬁ)t‘z le7ldt (1<j<N-1), a;~N(0,1)(1<j<N)
2
gehorchen. Dann ist die gemeinsame Eigenwertverteilung von

aq b1 0
1 by ay by

B vV 2N bN_1

0 bnvo1  an

gegeben durch (vgl. (2))

Py(\) = Ly VD(\)|? (ﬁ e_N’\?> d\

ZN,s

[Entdeckung: Anwendung der Housholder Transformation auf GOE].
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e und viele mehr (z.B. A+GOE mit A deterministisch, ...).

1.5 Warum Zufallsmatrizen?

Zufallsmatrizen wurden zum ersten Mal vor etwa 80 Jahren in der Statistik un-
tersucht. Dort treten bei der Hauptkomponentenanalyse von N Stichproben fiir p
Merkmale zufillige Matrizen der Gestalt M = X7 X in natiirlicher Weise auf, wobei
X € R¥*P, Solche Ensembles werden nach Wishart benannt und sind eng verwandt

mit den Matrizen der Gestalt ( XOT )0() aus §1.4.

Der entscheidende Impuls fiir die Entwicklung der Zufallsmatrixtheorie kam jedoch
zwanzig Jahre spéter aus der Physik. Wigner zeigte empirisch, dass das Resonanz-
spektrum schwerer Kerne bei hohen Energien durch Eigenwerte zufélliger Matrizen
modelliert werden kann. Hierbei ist zu beachten, dass nicht die Energiedichten von
Interesse sind (das Halbkreisgesetz besitzt keine besondere physikalische Relevanz),
sondern die lokalen Korrelationen des Spektrums. Diese werden sehr iiberzeugend
durch die lokalen Eigenwertstatistiken von Zufallsmatrizen beschrieben. So verteilen
sich zum Beispiel die Energieabstinde benachbarter Resonanzen in guter Ndherung
geméB der in §1.2.2 a) eingefiihrten Dichte ogop. Seit dieser Entdeckung Wigners wer-
den zufallige Matrizen in verschiedenen Bereichen der Quantenphysik verwendet, z.B.
als spektrale Signatur von Quantenchaos, zur Beschreibung mesoskopischer Systeme
mit Unordnung oder in der Quantenchromodynamik. Eine umfangreiche Zusamment-
stellung dieser Anwendungen findet sich in [4].

Uberraschenderweise beschreiben zufillige Matrizen auch die Abstandsverteilung der
Nullstellen der Riemann-Zetafunktion auf der kritischen Gerade {z: Re(z) = 1/2}.
Diese Nullstellen sind natiirlich deterministisch. Da es aber unendlich viele davon
gibt, kann man die Statistik der Abstéinde betrachten und sieht, dass diese durch
ocue (vgl. §1.2.2) beschrieben wird [6].

Eine bahnbrechende Arbeit von Baik, Deift und Johansson, die etwa 10 Jahre zuriick
liegt, fithrte zu der Erkenntnis, dass die Fluktuationen gewisser Zufallsgréfien in ei-
ner Reihe stochastischer und kombinatorischer Modelle ebenfalls mit Hilfe lokaler
Eigenwertstatistiken beschrieben werden kénnen (z.B. ldngste aufsteigende Teilfolge
von Permutationen, TASEP (totally asymmetric exclusion process), Pflasterungen,

Wachstumsmodelle, siche z.B. [7]).

Die obige Diskussion zeigt, dass die Verteilungsfunktionen lokaler Eigenwertstatis-
tiken in den verschiedensten Bereichen von Mathematik und Physik auftreten, und
damit eine gewisse Universalitidt besitzen. Der stochastische Mechanismus, der zu
solchen Verteilungen fiihrt, ist bislang nicht allgemein verstanden. In den Spezi-
alfillen, fiir die Beweise existieren, liegen explizite Formeln fiir die Verteilungen vor,
die mit allerlei Tricks analysiert werden konnen. Die Beweise brechen schon bei klei-
nen Storungen der Modelle in sich zusammen. Ein anderer Universalitdtsaspekt ist
hingegen besser verstanden. Man weifl inzwischen fiir eine grofle Klasse invarianter



Ensembles, dass die lokale Eigenwertstatistik nur von der Symmetrieklasse der Ma-
trizen abhéngt, nicht aber von anderen Details des Wahrscheinlichkeitsmafles.

2 Wigners Halbkreisgesetz — Momentenmethode

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir eine Version des Wignerschen Halb-
kreisgesetzes, auf das wir in den Spezialfillen der Gauflschen Ensembles GOE und
GUE bereits in der Bemerkung a) in §1.2.1 hingewiesen haben. Das Halbkreisgesetz
gilt fiir eine relativ allgemeine Klasse von Wigner Ensembles. Um die Darstellung
so einfach wie moglich zu halten, beschréinken wir uns auf die Symmetrieklasse der
reellen, symmetrischen Matrizen. Der Satz besagt, dass das empirische Mafl Ay der
Eigenwerte (siche Bemerkung b) in §1.2.1) fast sicher in Verteilung gegen die Halb-
kreisverteilung konvergiert. Die genaue Formulierung und ein Beweisiiberblick findet
sich in §2.1, wobei bemerkt werden muss, dass der in den Abschnitten 2.2-2.4 gege-
bene Beweis nur die Konvergenz im Mittel zeigt. In §2.5 wird kurz angedeutet, was
zu tun ist, um die behauptete fast sichere Konvergenz zu zeigen. Die Momentenme-
thode zum Beweis des Halbkreisgesetzes geht auf Wigner zuriick. Eine ausfiihrliche
Darstellung der Momentenmethode findet sich z.B. in Kapitel 4 von [5].

2.1 Satz (fiir reelle, symmetrische Matrizen)

Es bezeichne (My)y eine Familie von Matriz Ensembles der Form

My(w) == \/LN (SJ('lN) (w)>1<j,l<N

mat
(i) 555\/) unabhdingige reelle Zufallsvariablen fir 1 < j <I< N ; fj(lN) = g}jN).

(ii) Fiir alle k € N: Ry, :=sup;; v E <!§;§V)|k> < 00.

(i1i) Fir alle j < 1: E (f(N)> =0, Var ({;P) = i (keine weiteren Bedingungen

gl
an gjj ./).

Dann gilt fast sicher fir alle s € R:

An((—o00,5]) = %(#EW von My (w) < S)Ni’f’/s ow () dt |

—0o0

wobei ow (t) = 2v/1 — 22X _11y(t) (Halbkreis, vgl. Bemerkung a) in 1.2.1).

Bemerkung: Wir zeigen in den Abschnitten 2.2-2.4 eine schwichere Version,
namlich die Konvergenz im Mittel:

%EN(#EW von My < s) Y25 / ow () dt . (3)
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Beweisschritte:
e Diskussion von Maflen, die durch ihre Momente bestimmt sind. (§2.2)

e Beweis eciner abstrakten Version der Momentenmethode (§2.3), welche im-
pliziert, dass die Behauptung bereits aus der Konvergenz aller Momente

limy oo ~En(tr(ME)) = [ t*ow (t) dt, k € N, folgt.

e Bestimmung von limy_,o wEn(tr(M5)) (§2.4)

2.2 Mafle, die durch ihre Momente bestimmt sind

Es bezeichne

M := {W-Mafle auf R}
M* = {p e M: [|t|Fdu < oo fiir alle k € N}
M = {p € M*: p ist durch seine Momente bestimmt}, d.h. fiir p € M}, gilt,

dass jedes v € M, dessen Momente allesamt mit denen von p iibereinstimmen, schon
gleich 1 sein muss.

Lemma: {y € M: supp pu kompakt } € M,
Beweis: Sei € M mit supp pu C [—c, ¢]. Dann gilt

a) [|t|Fdu <

b) f(z):= [edu(t) =1, ‘Z—I: ([ t* dp) ist auf C holomorph. (Folgt aus a).)
Sei v € M mit [t*du = [t*dv fiir alle k € N. Dann gilt

¢) [|t|Fdv < c*. (Folgt aus Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir [ [¢* - 1dv.)

d) g(z) = [e=dv(t) =77, ‘Z—If ([ t* dv) ist wegen c) auf C holomorph.

Die Fouriertransformierten /i, 7 stimmen iiberein, da nach b) und d) g = f gilt und

a(x) = V%f(—m) = #g(—ix) = v(x) fir alle z € R. Es folgt u = v.
U

2.3 Abstrakte Version der Momentenmethode

Wir formulieren und beweisen zunéchst folgenden Satz.

n—oo

Sind i, p, € M* mit [ 2% dp, = [ ¥ dp fir alle k € N und ist p € M. so gilt:
a) iy, —p, d.h. S fdunn_>—°>0f fdu fir alle stetigen und beschrdnkten reellwerti-
gen Funktionen f.

b) 7. dpn = F(s) := [°. du, falls F an der Stelle s stetig ist.

11



Beweis: b) folgt aus a) durch ein Standardargument.

a) Wir beginnen mit vier Voriiberlegungen.

1) (tn)y ist straff, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein R > 0 mit f|w‘>R dp, < €
gleichférmig fiir alle n € N. Dies folgt z.B. aus der Konvergenz und damit
Beschrianktheit der zweiten Momente, woraus sich zunichst f 22 dp, < K und
damit |f‘m|2R dpn| < £ ergibt.

2) Aus dem Satz von Prohorov folgt nun die Existenz einer schwach konvergen-
ten Teilfolge j1,, — v, | — oo mit v € M.

3) Fiir alle k € N gilt [ 2F du,, =% [ 2" dv. Dies folgt aus 2) zusammen mit
einem Abschneideargument, welches Gebrauch macht von der Tatsache, dass
sup; fIIIZR |z|® dptn, B2%°0. Letateres folgt z.B. aus der Beschréinktheit der 2k-
ten Momente (vgl. Argument in 1).)

4) p=v, da p € M}, und die Momente von p und v geméf 3) und Voraus-
setzung iibereinstimmen.

Wir beweisen nun Aussage a) indirekt. Angenommen es gibt eine stetige und
beschrinkte Funktion f , € > 0, und (p),) Teilfolge von (u,) mit | [ fdul, —
[ fdu| > e fiir alle n. Wende 1)-4) auf (u),), an. Somit existiert Teilfolge

11, — p (Widerspruch ). O

Fazit aus §2.2 und §2.3: Wir diskutieren nun wie (3), eine schwichere Version
von Satz 2.1, bewiesen werden kann. Es bezeichne wie in §1.2.1 Bemerkung b) Ay =
En(Ay) das gemittelte empirische MaBl der Eigenwerte, welches ein W-Maf} auf R
darstellt. Die Behauptung lautet:

s

ZN((—oo,s])Ni?/ ow(t) dt .

o0

Geméfl dem Lemma aus §2.2 ist oy (t) dt € M. Mit §2.3 bleibt also zu zeigen, dass

__ 0 2 1
/tdeNNi> _/ /1 2dt — { 01 .y , k ungerade ,
™)

m(s)2_28 , k=2s.

Weiter gilt:

/ " dAy =Ey ( / £h dAN> —Ey (%éxﬁ) = %EN(H(M}@)) .

Wir haben also gesehen, dass (3) bewiesen ist, falls folgende Aussage fiir jedes k € N
gezeigt werden kann.

1 i\ Nooo [ O , k ungerade ,
FER) = {0 (U Q

S

s+1

Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.
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2.4 Bestimmung von limn_, xEn(tr(ME))

Die Spur von MP* 1t sich aus den Eintriigen von M berechnen

N
1 1 1 (N)  £(N) (N)
NEN (tl“(Mﬁ,)) - A E : <§]1]2 g]z]a T 5]%]&)

-----

wobei wir folgende Bezeichnungen einfiihren:

v = (1, Jr) € {1,..., N}¥ wird als Pfad aufgefasst.
v(y) = #{j;: 1 <1 < k} =Anzahl verschiedener Knoten auf dem Pfad.

Kanten von v: {j;, 5is1}, 1 <1<k, (Jro1 = j1) (Durchlaufrichtung wird nicht
berticksichtigt).

Die Berechnung des Grenzwerts erfolgt nun in sechs Schritten.

Schritt 1. Beh.: ¢<%f+1—= N\F’“ > )= En (&) = O(Ne5-1)

Beweis: Aus Voraussetzung (ii) des Satzes 2.1 zusammen mit der Holderungleichung
folgt wegen %—i—...—i—%:l

k
’EN 5”/ H (‘gj(ljjﬂrl ) H 1/k = Ry .

B

Zudem ist

insgesamt also

1 1 k b ek
N v ZEN(@)SRIC §+1 NT=2

v(y)=c

O
Schritt 2. Beh.: v(y) > £ +1=Eyn(&,) =0

Beweis: Wir zeigen, dass 7 eine Kante {z,y} mit © # y besitzt, die genau einmal
durchlaufen wird. Wegen der Unabhéngigkeit der Eintrége gilt dann schon nach Vor-
aussetzung (iii) des Satzes

En(&) =En(&)) - Ex(...) =0.

13



Beweis der Existenz einer solchen Kante {x,y} durch Induktion nach k:

k=1,2 nichts zu zeigen
k=3, v(y)=3 = v =abc(a) 3 verschiedene Kanten, je einmal durchlaufen.
k=4, v(y)=4 = v =abcd(a) 4 verschiedene Kanten, je einmal durchlaufen.

Wir fithren nun den Induktionsschritt von & — 2 nach % aus:

Da v(y) > %, gibt es einen Knoten j, = a, der nur einmal im Pfad vorkommt.

Setze b := j,_1 # a, ¢ '= jp11 # a, wobei wir gegebenenfalls die zyklische Setzung
Jo = Jks Jre1 = j1 vornehmen. Der Pfad ist also von der Form v = .. .bac. . ..

Ist b # ¢, so ist die Behauptung bereits bewiesen, da die Kante {a,b} nur einmal
vorkommt. Sei also v = ... dbabe . .., wobei der Pfad wieder zyklisch zu interpretieren
ist, falls @ oder b Anfangs- bzw. Endpunkt des Pfades sein sollte.

Setze 7/ := ...dbe... (ab wurde aus 7y gestrichen). Es gilt v € {1,..., N}*=2? und
v(v)=v(y) =1 > % =E21 1. Nach Induktionsvoraussetzung enthilt o/ Kante {z, y},
x # y, die nur einmal durchlaufen wird. Zudem ist x # a, y # a. Somit wird die
Kante {x,y} in 7 auch nur einmal durchlaufen. O
Schritt 3. Beh.: v(y)=%+1uwd E(E,)#0 = (a)(c)

2

(a) Jede Kante wird genau zweimal durchlaufen.
(b) 51 # Jisq fiir alle 1 <[ < k (mit der zyklischen Setzung jri1 = 71).

(c) Sei V definiert durch {z,y} € V <= {ju, jor1} = {Jy, Jy+1} und = # y.

V' ist nichtiiberkreuzende Paarzerlegung von {1,...,k}, wobei nichtiiber-
kreuzend heifit: {z,y} € V, {v,u} eV, e <v<y=z<w <.

Beweis durch Induktion nach k& = 2s (k muss gerade sein):

s=1: ~v=abla) mit b #a, V= {{a,b}}

s —1 — s: Konstruiere 7/ aus v wie im Beweis von Schritt 2, wobei der Fall v =
..bac... mit b # ¢ durch die Bedingung E(,) # 0 ausgeschlossen ist. O

Fazit aus den Schritten 1-3:

. k 0 , falls k ungerade
lim FEx(tr(MY)) = lim NS B(g) o falls k= 2s )

mit F:i={ye{l,....N}*:v(y) = s+ 1, v erfiillt (a)—(c) aus Schritt 3}

Um die Méchtigkeit von I' zu ermitteln, fithren wir nun Catalan-Pfade ein.
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Definition: Catalan-Pfade und Catalan-Zahlen
Cs := {Pfade im Gitter Ny x Ny von (0,0) nach (2s,0) in Schritten (1,£1)}
Cs:=#Cs  (Catalan-Zahl)

A
5,,

Y

A 4

1 5 10

Abbildung 2: Beispiel eines Catalan-Pfades aus Cs.

Schritt 4. Beh.: Es gibt eine Bijketion zwischen C; und der Menge der nicht-
tiberschneidenden Paarzerlegungen von {1,...,2s}.

Beweis: Sei V' = {{z;,y;}: 1 <1 < s} mit z; < y; Paarzerlegung. Konstruiere Catalan-
Pfad aufsteigend zwischen x; — 1 und z; und fallend zwischen y; — 1 und y;. Um um-
gekehrt einem Catalan-Pfad die geméafl obiger Vorschrift zugehorige Paarzerlegung
eindeutig zuzuordnen, verwendet man, dass nur nichtiiberschneidende Paarzerlegun-
gen betrachtet werden. So gehort z.B. der Catalan-Pfad aus Abbildung 2 eindeutig
zu der Paarzerlegung {{1,10},{2, 3}, {4,9},{5,8},{6,7}}.

O

Schritt 5. Beh.: limy_,o ~En(tr(M3)) = (3)°C,

2
Beweis: Fiir v € T' gilt mit (iii), dass E(§,) = [;44) kante iny E <(f§g)> ):(i)s'
Zudem ist #I" = Cj (Sfl) (s +1)!, da jeder Pfad aus I' bestimmt ist durch

e die zugehorige nichtiiberschneidende Paarzerlegung (gemé#f Schritt 4 gibt es
davon Cj verschiedene Moglichkeiten),

e die Auswahl der s + 1 verschiedenen in 7 durchlaufenen Knoten (es gibt (514\:1)
Méglichkeiten),

e die Abfolge der s+1 verschiedenen Knoten im Pfad, wobei eine Wahlmoglichkeit
nur fiir den Startpunkt und fiir die Endpunkte der Kanten, die zum ersten Mal
durchlaufen werden, besteht. Der Rest ist dadurch eindeutig festgelegt. Wir
konnen die s + 1 verschiedenen Knoten also auf s + 1 Plédtze verteilen, wofiir
(s + 1)! verschiedene Moglichkeiten bestehen.
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In dem Beispiel des Catalan-Pfades aus Abbildung 2 (s = 5) ist der zugehorige
Pfad der Knoten von der Form abcbdefedb(a). Die 6 Knoten a,b, ¢, d, e, f kénnen
frei aber voneinander verschieden aus {1, ..., N} ausgewihlt werden. Hierfiir gibt es
N(N —1)...(N =5) = (¥)6! Moglichkeiten.

Zusammen mit Formel (5) folgt also

lim %EN(tr(Mﬁ,s)) i YV =D (V=) (1) _C, <1> .

N—o0 N—oo N1+5 4 4

O
Bemerkung: Aus dem bisher Bewiesenen folgt schon, dass alle in Satz 2.1 betrach-
teten Ensembles gegen die gleiche Eigenwertdichte fiir N — oo streben. Um zu sehen,
dafl diese durch gy gegeben ist, bendtigen wir geméfl (4) noch

Schritt 6. Beh.: C, = ().

s+1\s

Beweis: Es gilt folgende Rekursion Cyy; = Z;:o Cp,Cs_p. Um diese Formel zu be-
griinden, ordnen wir jedem Element von Cgyq die Zahl p € {0,1,...,s} zu, die so
gewahlt ist, dass (2p+2,0) den ersten Schnittpunkt des Pfades mit der z-Achse nach
(0,0) bezeichnet (vgl. Abbildung 3). Man beachte, dass alle Pfade mit vorgegebenem
p durch eine beliebige Kombination von Elementen aus C, (= Teilpfad von (1,1)
bis (2p + 1,1) verschoben um (—1,—1)) und C,_, (= Teilpfad von (2p + 2,0) bis
(2s + 2,0) verschoben um (—2p — 2,0)) erzeugt werden kann. Hieraus folgt bereits
obige Rekursionsformel.

A
S aus G- SO — aus &, -
1 NN 1 -
1 2p+2 25+2

Abbildung 3: Veranschaulichung der Konstruktion zum Beweis der Rekursionsformel.

Wiéhle F(z) := > -, Csz® (erzeugende Funktion). Dann gilt

Z(ZQ - z)ﬂi —chﬂx = —(F(x) - 1).
s=0 =0
Hieraus und wegen F'(0) = 1 erhalten wir
1—1—4dx — [ 1/2
o= 1S (18

s=0
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und somit

CSZQ(_4)3<81—’/_21>:231'1'3'...-(28—1)_ (25)!

(s+1)! Cosl(s+ 1)

Damit ist die schwichere, gemittelte Version von Satz 2.1 gezeigt.

2.5 Bemerkungen und Erweiterungen

a) Um fast sichere Konvergenz [°  Ay(w) g [°. ow(t)dt zu zeigen, beweist

man zuséatzlich, dass
2
1
) =0 (F)

En (‘/tdeN—IEN </tdeN)

und damit {iber N summierbar ist. Dazu wird Ey([tr(M%)]?) — [Ex(tr(ME%))]?
dhnlich (aber komplizierter) wie in Abschnitt 2.4 analysiert.

b) Die Beweismethode funktioniert allgemeiner (fiir andere Symmetrieklassen; es
konnen auch gewisse lokale stochastische Abhéngigkeiten der Eintrage zugelas-
sen werden).

c) Der Beweis zeigt, warum eine Reskalierung der Eintrdge mit dem Faktor \/LN

vorgenomimen wurde.

d) Bandmatrizen (vgl. Abschnitt 1.4)

1

_ (N)
My = —E(Sj 1<jh<N

Man sieht leicht, dass fiir Matrizen mit Bandweite by die Abschitzung aus dem
ersten Beweisschritt von §2.4 ersetzt werden kann durch

Schritt 1': #{v:v(y) =c} < N (kby) ! .
Somit gilt fiir ¢ < g +1
1 1
N k
VON =

— Im Fall beschréankter Bandweiten (z.B. by = b), konnen die Terme mit
c < g + 1 im Limes N — oo nicht ignoriert werden. Als Konsequenz
héngen die Eigenwertdichten von allen Momenten der Eintrédge ab!

Ex(¢) =0 (5"
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— Im Fall by — oo wird (5) ersetzt durch

0 , falls k ungerade
NLI,;V > En(&) , falls k=2s

~yer

) 1
lim NEN(tr(M]’f,)) =

N—o0

mit I" = {y = (ji,...,jx) €Tt [ji — jia| < B}

Um das Halbkreisgesetz zu zeigen, miisste man analog zur Rechnung in Ab-
schnitt 2.4 zeigen, dass v
r N—oo
Ny

gilt. Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht richtig, da fiir Knoten j;, die nahe
bei den Réndern 1 oder N liegen, deutlich weniger als by Moglichkeiten fiir die
Wahl des Nachbarknotens j;1; bestehen (im Extremfall nur halb so viele). Man
kann zeigen, dass in dem Fall bWN — «a € [0,1] fiir N — oo folgendes gilt:

#F, N—oo
— — gs(a) <1
CsNby,

mit g5(0) = gs(1) = 1. Somit ist das Halbkreisgesetz giiltig fir a € {0,1}.
Weiter kann man zeigen, dass fiir 0 < a < 1 die Eigenwertdichte existiert, aber
nicht mehr durch das Halbkreisgesetz beschrieben wird.

Die kombinatorischen Schwierigkeiten, die bei Bandmatrizen mit der Abzéhlung
von Pfaden verbunden sind, die in die Ndhe der Randpunkte 1 oder N kom-
men, kann man dadurch umgehen, dass man die Indexmenge {1,..., N} zy-
klisch begreift und 1 als Nachbarn von N auffasst. In diesem Fall, der auch der
periodische genannt wird, gilt

C;N(by —s —1)° < #I" < C,Nby,
und somit wieder das Halbkreisgesetz. Im periodischen Fall besitzen die Matri-

zen neben dem Band, welches symmetrisch um die Diagonale liegt, noch je ein
Band halber Breite in der rechten oberen und in der linken unteren Ecke.

Mit der Momentenmethode kann auch die Verteilung des grofiten Eigenwerts un-
tersucht werden. Dies erfordert einen hohen technischen Aufwand. Die Grund-
idee ist aber leicht skizziert:

Die Funktion = +— 2" verhilt sich auf [0, 1] fiir groe Werte von n in etwa wie
folgt:
—n(1=2)  f{ir x nahe 1,

e
"~
0 sonst .

Ist der Spektralradius (d.h. der betragsmifig grofite Eigenwert) von der Ord-

nung 1 — %, so kann man erwarten, dass
@) <6_N67V> fir 6 > v,
8
Ev(tr(My')) =1 o(1) fiir 6 = v,

~#{j N >1 =N} fird<v.
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Es ist daher plausibel, dass fiir die Untersuchung des grofiten Eigenwerts die
Asymptotik von Ey (tr(M%)) fiir Werte von k von der GréBenordnung N” be-
trachtet werden muss. Wie bereits in 1.2.1 Bemerkung c) durch heuristische
Uberlegungen begriindet wurde, gilt wegen des Quadratwurzelverhaltens der
Eigenwertdichte am oberen Rand des Tragers v = 2/3.

3 Invariante Ensembles

In Abschnitt 1.4 wurde erldutert, dass fiir invariante Ensembles die gemeinsame Ver-
teilung der Eigenwerte explizit gegeben ist durch

N
1
N .
’ ]:1

wobei € {1,2,4} durch die Symmetrieklasse bestimmt ist. Wir skizzieren in diesem
Abschnitt wie aus der speziellen Form der gemeinsamen Verteilung der Eigenwer-
te die Dichte (durch ein Variationsproblem §3.1) und lokale Statistiken (mit Hilfe
der Methode der orthogonalen Polynome §3.2-3.3) bestimmt werden kénnen. Eine
ausfiihrliche Einfithrung in diese Techniken findet sich z.B. in den Kapiteln 5 und 6
von [1]. Fiir die Methode der orthogonalen Polynome verwenden wir den eleganten
Zugang von C. Tracy und H. Widom [9].

3.1 Eigenwertdichte

Sei Vy = —%lan, d.h. wy = e YW, Fiir groe N kann man erwarten, dass

Ayn ~ py,, wobei py, das W-Maf auf R ist, fiir das das Funktional

() = 5 [ [ wle = sl dute) duto) + [ Vi) duta)

R

minimal wird (vgl. Begriindung in §1.3.2 im Spezialfall Vy(x) = z?).
Ist Vy =V, so kann man unter schwachen Voraussetzungen an V' zeigen, dass Iy
sein Minimum an genau einer Stelle annimmt und Ay — py. Die Eigenwertdichte
wy héngt von V' ab (kein universelles Gesetz!). In einigen Fillen kann py durch
Losen der zugehorigen Euler-Lagrange Gleichung explizit bestimmt werden. Diese
lautet:

Es gibt ein l € R mit — B/ln |z —y|du(y) + V() { > ; igi;e SUPP £

R

3.2 Lokale Statistik

Eine wichtige Gréfle zum Verstdndnis der lokalen Statistik ist die Liickenwahr-
scheinlichkeit
An(I) := Py (kein Eigenwert liegt in I) .
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So gilt zum Beispiel fiir die Verteilungsfunktion des grofiten Eigenwerts
Py (groBter Eigenwert < s) = An((s,00)) .

Selbst die Verteilung der Abstdnde benachbarter Eigenwerte 148t sich (heuristisch)
mit Ax(x,y) := Ax((x,y]) in Verbindung bringen:

Py (kein EW in (z,y] und mindestens ein EW in (y,y + dy|) =

0A

Analog folgt:

Py (kein EW in (z,y], aber EW’e in (z — dz,z] und (y,y + dy]) =
0A

Wir erkliaren nun, wie Ay () asymptotisch fiir N — oo mit Hilfe der Methode der
orthogonalen Polynome analysiert werden kann, wobei wir uns auf den einfachsten
Fall 5 = 2 beschrinken.

3.3 Die Methode der orthogonalen Polynome (im Fall 5 = 2)
Wie oben erwihnt folgen wir dem Zugang von C. Tracy und H. Widom [9].

Schritt 1: Eigenwertdichte Py () als Quadrat einer Determinante schreiben.
Die Vandermonde Determinante ist gegeben durch

VD) = ] =X =detONigjnen

1<j<k<N

(H’Y}c 1> det(pr—1(Aj))1<jren

fiir beliebige py(z) = ya® + ... (Polynom vom Grad k, v, # 0).
Somit gilt

1
ZN,Q(Hk Vr-1)?

Py()) = det(pr-1(A;))”

mit () = pr(2)/wn ().
Schritt 2: Ay(I) als Determinante.

N
1
An(I) = /det e () (1= XA
Znp (TTx - 1) e j=1
NI
= 5 det S (6)
Zna ([T7e-1)
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mit S = [ @j—1()r—1(x)(1 — X;(z)) dz. Relation (6) folgt mit Leibnizformel und
Fubini.

Schritt 3: Verwendung Orthogonaler Polynome
Wihlt man (p,); als orthogonale Polynome zu wy(x) dz, d.h.

[ @yt ds = [ oot s =5
so gilt
An(I) =det(l — R) mit Rj, = /Isﬁj—1($)90k—1($) dx .

Bemerkung: Man erschlief3t % = 1, indem man I = () betrachtet!
N,2(H’Yk—l)

Schritt 4: Von der Matrix zum Integraloperator.
Es ist R = BA mit

N
A:RN = LA(1) , urs Zujgoj_l
j=1

%o
BJ%D%RN,fH/‘ | wrwdy.
I ©N-1

Weiter folgt mit allgemeiner Funktionalanalysis (siehe z.B. [2, Kap. 3]), dass
det(1 — R) = det(lgy — BA) = det(1.2(;y — AB), wobei

AB: L*(I) — L*(I) fH/KN@:,y)f(y)dy

mit Integralkern Ky (z,y) = Zév:_ol wi(z)p;(y).
Somit haben wir

An(I) =det(l1 — Ky(I)) (Fredholm-Determinante) ,

wobei Ky(I) := AB Spurklasse-Operator in L?(I) ist.

Bemerkung: Es mag iiberraschen, dass wir nicht bei Schritt 3 aufgehort haben. Dort
war Ay(I) durch die Determinante einer N x N Matrix ausgedriickt worden, wéihrend
wir es nun mit der Determinante eines Operators auf einem unendlichdimensionalen
Raum zu tun haben. Da wir jedoch an dem Limes N — oo interessiert sind, ist
letztere Darstellung vorteilhaft, da dort die N-Abhéngigkeit auf den Kern des Inte-
graloperators beschriankt ist, dessen asymptotisches Verhalten zudem gut kontrolliert
werden kann.

Fazit: Wir haben gesehen, dass sich die Liickenwahrscheinlichkeiten Ay (1), die fur
die Berechnung lokaler Statistiken zentral ist (§3.2), als Fredholmdeterminante eines
Integraloperators schreiben 148t, dessen Integralkern K durch orthogonale Polynome
ausgedriickt werden kann. Wir gehen im néchsten Abschnitt kurz auf die Asymptotik
von Ky fiir N — oo ein.
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3.4
a)

Weitere Bemerkungen

Aus der Theorie der orthogonalen Polynome weifl man, dass unter sehr all-
gemeinen Voraussetzungen K nach geeigneter Reskalierung gegen universel-
le Kernfunktionen (unabhéngig vom Orthogonalitdtsmafl w(z) dz) konvergiert.

Zum Beispiel: Ist o(a) := %Y (a) > 0, so gilt

13 N\ Nowsinm(§ —n)
wa”“*wa)'_* T(€—1)

An den Randpunkten des Spektrums gibt es andere Universalitdtsklassen, Airy-
Kern fiir “soft-edge” (d“—" ~\/c— x) und Bessel Kern an einem “hard-edge”

dx
-1
(r ~Ve—a ).

Man kann auch die k-dimensionalen Randverteilungen

o (a+

(Sinus-Kern) .

N!
R](CN)<)\1’.”7)\]€) = )' / PN()\la---7>\N>d)\k+1~~-d)\N

(N —k

RN—k
durch die Kernfunktion Ky ausdriicken. Es gilt
R](E‘N)()\lﬂ co M) = det(Kn (A, )<<k -

Dies wird beim Beweis der Konvergenz der Abstandsverteilung benachbarter
Eigenwerte verwendet.

Fiir 5 =1 und § = 4 kann weitgehend analog vorgegangen werden (siehe [9]),
wobei erhebliche technische Komplikationen auftreten. Die Kernfunktion muss
durch eine 2 x 2-matrixwertige Kernfunktion ersetzt werden, deren Universalitét
noch nicht vollstandig geklart ist.

d) Die Methode der orthogonalen Polynome kann auch genutzt werden, um die
Konvergenz der Eigenwertdichte zu untersuchen. Es gilt zum Beispiel
ZN = EN(AN) = KN(Z', l’) dr .
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